[bookmark: _Toc182322188][bookmark: _Toc84796156]Лабораторная работа 2                                                                     Решение систем линейных уравнений
[bookmark: _Toc56351756]Тема 4. Методы решения алгебраических уравнений
Задание
Составить программу, вычисляющую токи ветвей определяемой индивидуальным вариантом схемы при произвольных значениях параметров элементов. Все значения параметров должны запрашиваться программой и вводиться с клавиатуры, результаты расчета должны выводиться на экран.
[bookmark: _Toc182322189][bookmark: _Toc84796157]1. Цель работы
Целью работы является освоение современных машинных методов решения систем линейных алгебраических уравнений.
[bookmark: _Toc182322190][bookmark: _Toc84796158]2. Краткие теоретические сведения
[bookmark: _Toc182322191][bookmark: _Toc84796159]2.1. Метод Крамера

Данный метод применяется для решения систем линейных алгебраических уравнений вида .
Пусть имеется система из n уравнений:

.


Согласно методу Крамера, для решения такой системы вычисляется определитель  и ряд определителей  полученных из матрицы А путем замены i-столбца вектором-столбцом В:


,  и т. д.
Решение системы находят по формуле:

, 
где i = 1, 2, …, n.

Очевидно, решение существует только в том случае, если .
Данный метод эффективен при небольших размерах матрицы А.
[bookmark: _Toc182322192][bookmark: _Toc84796160]2.2. Метод исключений Гаусса
Как и предыдущий, данный метод применяется для решения систем линейных уравнений вида 

	,	(2.1)
где 	А – квадратная матрица размера n × n;
	Х – n-мерный вектор неизвестных;
	В – n-мерный вектор констант.
Метод Гаусса основывается на том факте, что сложение одного уравнения системы с другим или умножение уравнения на постоянное число не изменяет решения системы.
Рассмотрим алгоритм исключений Гаусса на примере системы вида (2.1) из трех уравнений:

	.	(2.2)



Предположим, что коэффициент . (Если это не так, то проще всего сложить первое уравнение системы (2.2) с любым другим, у которого коэффициент при переменной x1 отличен от нуля.) Ко второму уравнению прибавим первое, умноженное на коэффициент , а к третьему — первое, умноженное на коэффициент . В результате этих действий из второго и третьего уравнений будет исключена переменная x1:

	.	(2.3)



Здесь	, 	 ,	,



 ,	 ,	.
Верхний индекс (1) означает, что соответствующий коэффициент подвергся однократному пересчету. Нетрудно убедиться, что матрицы коэффициентов в новой системе (2.3) могут быть получены из исходных (2.2) путем умножения на элементарную матрицу 1:


,  ,
где

	.	(2.4)



Предположим, что  (в противном случае см. замечание выше). Исключим переменную х2 из первого и третьего уравнений системы (2.3). Для этого к первому уравнению прибавим второе, умноженное на коэффициент , а к третьему прибавим второе, умноженное на коэффициент :

	.	(2.5)
Нетрудно убедиться, что система (2.5) может быть получена из (2.4) умножением матриц коэффициентов на элементарную матрицу 2:


,  , 
где

	.	(2.6)
Далее, действуя аналогично, исключаем в системе (2.5) переменную х3 из первого и второго уравнений. Для этого воспользуемся элементарной матрицей 3:

	,	(2.7)


,  .
Система уравнений преобразуется к тривиальному виду:

	.	(2.8)
Придерживаясь методики умножения на элементарные матрицы, воспользуемся диагональной матрицей s:

	.	(2.9)

Поскольку 	, решение исходной системы уравнений определяется выражением

	.	(2.10)
Замечания. Элементарные матрицы i образуются из единичной матрицы порядка n путем замены нулевых элементов i-го столбца. Эти матрицы могут быть найдены строго последовательно друг за другом. Например, чтобы сформировать матрицу 2, сначала надо выполнить произведение 1А и т. д.
Результаты произведений элементарных матриц на матрицы А и В могут располагаться в тех же массивах, что и матрицы А и В.

При реальном программировании удобно матрицы коэффициентов А и В объединить в одну, так называемую присоединенную матрицу . Для нее справедливо:

, 
т. е. после выполнения произведений ее правый столбец будет содержать решение.

Методом Гаусса можно найти обращенную матрицу. Действительно, раз , 

	.	(2.11)

Для обращения формируется присоединенная матрица вида .

Определитель матрицы А, , т. е. равен обратной величине от произведения диагональных элементов матрицы s.
Поскольку расположение нулей в элементарных матрицах заранее известно, легко построить алгоритм, исключающий ненужные произведения на ноль.
Ниже приведен текст программы, написанной на языке Турбо Си и реализующей описанную выше процедуру поиска решения. Программа работает с присоединенной матрицей, элементы которой вводятся последовательно с клавиатуры. Перед вводом значения элемента на экран выводятся его координаты, например, «(1,1):». После ввода последнего элемента на экран выводится введенная матрица, а следом за ней – результат после исключений Гаусса. Правый столбец этой матрицы содержит решение системы уравнений.
Листинг программы решения системы линейных уравнений методом Гаусса
#include <stdio.h>
#include <alloc.h>
#include <math.h>
#include <conio.h>

double *data;     /* Объявляем имя и тип матрицы  */
char buffer[20];    /* Вспомогательный символьный массив */
double Mnul=1e-15, det=1.0; /* "Машинный нуль" и начальное  */
        /* значение определителя    */

/* Решение системы уравнений методом Гаусса с попутным вычислением */
/* определителя матрицы коэффициентов. Программа работает с   */
/* "присоединенной" матрицей, образованной стыковкой матрицы  */
/* коэффициентов и столбца свободных членов       */

main()
{
 int row, col;
 int i,j,k,n;
 double m;

 /*Вводим размер системы уравнений */

 printf("\nЧисло строк = ");
 scanf("%d",&row);
 col=row+1; /* Число столбцов присоединенной матрицы всегда больше на 1 */

 /* Выделяем память под матрицу заданного размера */

 data=(double*)malloc(row*col*sizeof(double));

 /* Заносим значения в массив (с клавиатуры).      */
 /* Замечание: традиционное обращение к элементам массива "data[i][j]" */
 /* в данной программе не применяется, поскольку изначально размерность */
 /* массива не определена. Вместо него используется аналогичная по сути */
 /* процедура взятия ссылки с адреса, рассчитываемого по формуле  */
 /*     *(data+i*col+j),         */
 /* где col-количество элементов в строке массива(т.е. число столбцов). */
 /* другими словами, "data[i][j]" = "*(data+i*col+j)"     */

 for(i=0;i<row;i++)
 for(j=0;j<col;j++)
 {
  printf("(%d,%d):",i+1,j+1);  /* Приглашение к вводу с клавиатуры */
  scanf("%s",buffer); /*Строка введенных символов помещается в buffer,*/
  *(data+i*col+j)=atof(buffer); /* преобразуется в число и заносится
          в массив */
 }

 /* Печатаем введенную присоединенную матрицу */

 for(i=0;i<row;i++){
 for(j=0;j<col;j++)
  printf("%10.4f",*(data+i*col+j));
 printf("\n");
 }
 printf("\n");

	 /**** Исключение переменных по методу Гаусса ****/

 for(k=0; k<row; k++){
 if(fabs(*(data+k*col+k)) < Mnul)      /* Если диагональный элемент */
 {                                     /* на k-м шаге равен нулю,   */
  for(n=k+1; n<row; n++)               /* ищем строку ниже с        */
	if(fabs(*(data+n*col+k)) > Mnul) /* ненулевым элементом в     */
	 break;                          /* k-м столбце.              */
  if(n==row)                           /* Если такой строки нет,    */
  {                                    /* Выходим из программы.     */
	 printf("Система не имеет решения. Шаг N %d:\n",k+1);
	 for(i=0;i<row;i++)           /* Печать матрицы перед выходом */
	 {
	 for(j=0;j<col;j++)
	  printf("%10.4f",*(data+i*col+j));
	 printf("\n");
	 }
	 printf("Press any key to exit...\n");
	 i=getch();
	 exit(1);
  }                                /*А если есть, то складываем ее */
                                   /*с текущей k-й строкой.        */
  for(j=k; j<col; j++)
	*(data+k*col+j) += *(data+n*col+j);
 }              /* Так мы избавились от нуля на главной диагонали, */
                /* не изменив значения определителя матрицы.       */
 for(j = k, m = *(data+k*col+k); j<col; j++)
  *(data+k*col+j) /= m;    /* Нормализация строки,      */
                           /* т.е. деление на диагональный элемент */
 det *= m;                 /* Накопление определителя.  */
 for(n=0; n<row; n++)      /* Исключение k-й переменной */
 {                         /* по методу Гаусса из всех  */
  if(n==k) continue;       /* уравнений, кроме k-го.    */
  m = -*(data+n*col+k);
  for(j = k; j < col; j++)
	*(data+n*col+j) += m*(*(data+k*col+j));
 }
 }                         /* Конец прямого исключения переменных */

 /* Печать преобразованной присоединенной матрицы (для контроля). */
 /* В левой части должна получиться единичная матрица, а в правом */
 /* столбце - решение системы.         */

 for(i=0;i<row;i++){
 for(j=0;j<col;j++)
  printf("%10.4f",*(data+i*col+j));
 printf("\n");
 }
 printf("Определитель равен %f\nРешение находится в правом столбце.\n\
Нажмите любую клавишу...\n",det);
 free(data);
 i=getch();  /* Ожидание нажатия любой клавиши */
}



Результат работы программы выглядит так:
 1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000
 2.0000 2.0000 1.0000 1.0000 1.0000
 3.0000 2.0000 2.0000 1.0000 1.0000
 5.0000 4.0000 4.0000 1.0000 2.0000

 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.6667
 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.5000
 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.6667
 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.6667
Определитель равен 12.000000
Решение находится в правом столбце.
Нажмите любую клавишу...
[bookmark: _Toc182322193][bookmark: _Toc84796161]2.3. Метод LU-разложения (LU-факторизации)
Лучшим методом решения систем линейных алгебраических уравнений является метод разложения на треугольные матрицы (или метод LU‑факторизации). Его алгоритмы основаны на методе исключений Гаусса.
Допустим, матрицу коэффициентов А уравнения АХ = В можно разложить на два сомножителя:

	,	(2.12)
где

	,	(2.13)

	.	(2.14)
Здесь матрица L является нижней треугольной, а матрица U – верхней треугольной. На главной диагонали матрицы U стоят единицы. Исходное уравнение в этом случае запишется так:
	L · U · X = B.	(2.15)
Введём вспомогательный вектор Z: 
	Z = U · X.	(2.16)
Подставив (4.20) в (4.19), получим:
	L · Z = B.	(2.17)
Благодаря треугольной форме матрицы L, вектор Z можно легко определить. Действительно, система (2.17) выглядит так:

.
Отсюда получим в общем виде:

	 .	(2.18)
Этот процесс называется прямой подстановкой или прямым ходом. Теперь вернёмся к системе (2.16), которая выглядит так:

 .
Начиная с последнего уравнения, можно найти компоненты вектора X:

	  .	(2.19)
Этот процесс называется обратной подстановкой или обратным ходом.
Остаётся выяснить, как определить элементы матриц L и U. Рассмотрим матрицу размера 3 × 3. Предположим, что разложение существует, и запишем произведение матриц L и U:

.
Сравнивая это произведение с матрицей А, видим, что:






В общем виде можно записать:

	,	(2.20)

	.	(2.21)
Уравнения (2.20) и (2.21) описывают алгоритм разложения на треугольные матрицы, называемый алгоритмом Краута. Его выполнение осуществляется при задании k = 1, 2, …, n по формулам (2.20) и (2.21).
Заметим, что каждый элемент aij матрицы А используется для вычисления только одного соответствующего элемента матрицы L или U. Так как нулевые элементы матриц L и U, а также единичную диагональ матрицы U запоминать не надо, в процессе вычислений матрицы L и U могут быть размещены на месте матрицы А:

.
В нижнем треугольнике будет расположена матрица L, а в верхнем – матрица U. Такая матрица называется факторизованной матрицей А.
Алгоритм Краута может быть записан следующим образом:
Шаг 1. Положим, k = 1, и перейдём к шагу 3.	
Шаг 2. По формуле (2.20) рассчитываем k-й столбец матрицы L.
	Если k = n, то закончить процедуру разложения.
Шаг 3. По формуле (2.21) рассчитываем k-й строку матрицы U.
Шаг 4. Положим, k = k + 1, и перейдём к шагу 2.

Важные черты метода LU-разложения
1. Легко вычисляется определитель матрицы А.


2. Если требуется найти решение для другого вектора В в правой части, не нужно повторно проводить LU-разложение, а достаточно выполнить прямую и обратную подстановки.
3. Как и метод Гаусса, метод LU-разложения чувствителен к появлению нулей на главной диагонали, поэтому в машинной реализации предусматривается возможность перестановки (или эквивалентной замены) строк матрицы A.
[bookmark: _Toc182322194][bookmark: _Toc84796162]3. Порядок работы
3.1. Варианты схем для расчета представлены на рис. 2.1. Для схемы, определяемой первой буквой фамилии студента по табл. 2.1, составить уравнения по первому закону Кирхгофа. Токи независимых источников перенести в правую часть уравнений.
3.2. Составить уравнения по второму закону Кирхгофа для контуров, не содержащих источники тока. Падения напряжения на резисторах выразить через соответствующие токи. ЭДС независимых источников перенести в правую часть уравнений.
3.3. Полученную систему уравнений по п. 3.1 и 3.2 записать в матричной форме. В результате будут получены в общем виде матричные коэффициенты системы линейных уравнений.
3.4. Выбрать один из методов решения систем линейных уравнений и ознакомиться с его математическим описанием.
3.5. На основании предложенного метода и имеющегося матричного уравнения разработать и изобразить блок-схему (алгоритм) программы вычисления токов схемы.
3.6. Написать и отладить программу вычисления токов. Текст отлаженной программы сохранить для помещения в отчет.
3.7. Оформить отчет о проделанной работе. Содержание отчета приводится ниже.






Рис. 2.1. Схемы для анализа
Таблица 2.1
Индивидуальные варианты заданий
	Первая буква фамилии
	Вариант
	Схема для расчета

	А, Б, В, Г, Д
	1
	а)

	Е, Ё, Ж, З, И
	2
	б)

	К, Л, М, Н
	3
	в)

	О, П, Р, С, Т
	4
	г)

	У, Ф, Х, Ц, Ч, Ш, Щ, Э, Ю, Я
	5
	д)


[bookmark: _Toc182322195][bookmark: _Toc84796163]4. Методические указания к выполнению работы
4.1. В качестве примера рассмотрим схему, приведённую на рис. 2.2.
Рис. 2.2. Расчетная схема











Уравнения по первому закону Кирхгофа для узлов, обозначенных номерами 1, 2 и 3, будут выглядеть так:

	.	(4.1)
Перенесём токи независимых источников в правую часть уравнений:

.	(4.2)
4.2. Выберем независимые контуры так, чтобы они не содержали источников тока. Обозначим их римскими цифрами I, II, III (рис. 2.2). Положительные направления обходов укажем стрелками. Составим уравнения по второму закону Кирхгофа для выбранных контуров:

	.	(4.3)
Обратим внимание, что положительные направления источников ЭДС (как зависимых, так и независимых) задаются от положительного полюса к отрицательному. Поэтому они оказываются противоположны стрелкам в кружках на их обозначениях. В полученной системе (4.3) ЭДС независимых источников перенесём в правую часть уравнений:

	.	(4.4)
4.3. Объединим системы (4.2) и (4.4) в одно матричное уравнение:

	.	(4.5)
4.4. Выбираем один из методов решения подобных систем уравнений, описанных в разделе 2, и следуем далее по программе работы.
В частности, для рассмотренного примера цепи при значениях параметров R1 = 1, R2 = 2, R3 = 3, R4 = 4, R5 = 5, r2 = 2, r4 = 4,  = 3, J1 = 24, E6 = 40, при использовании программы нахождения решения методом Гаусса (листинг в п. 2.2), получена следующая распечатка:
 -1.0000 1.0000 1.0000 3.0000 0.0000 0.0000 24.0000
 0.0000 0.0000 -1.0000 -2.0000 1.0000 0.0000 0.0000
 0.0000 -1.0000 0.0000 0.0000 -1.0000 1.0000 0.0000
 5.0000 0.0000 3.0000 4.0000 0.0000 0.0000 0.0000
 0.0000 2.0000 -3.0000 0.0000 -7.0000 0.0000 0.0000
 -4.0000 0.0000 0.0000 -4.0000 5.0000 0.0000 -40.0000

 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 2.0000
 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -9.0000
 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -34.0000
 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 23.0000
 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 12.0000
 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 3.0000
Определитель равен -192.000000
Решение находится в правом столбце.
Искомые токи ветвей: I1 = 2, I2 = –9, I3 = –34, I4 = 23, I5 = 12, I6 = 3.
[bookmark: _Toc182322196][bookmark: _Toc84796164]5. Содержание отчета о лабораторной работе
1. Титульный лист.
2. Задание на лабораторную работу и исследуемая схема.
3. Формирование матричного уравнения.
4. Математическое описание метода решения системы линейных уравнений.
5. Блок-схема (алгоритм) программы.
6. Текст программы расчета (отлаженной).
7. Инструкция по работе с программой и контрольный пример расчета.
[bookmark: _Toc182322197][bookmark: _Toc84796165]6. Список вопросов для самоконтроля
1. Какие виды анализа электронных схем приводят к необходимости решения систем линейных алгебраических уравнений? Привести примеры.
2. Перечислить топологические матрицы цепи. Дать их определения.
3. Перечислить компонентные матрицы цепи. Дать их определения.
4. Как записать законы Ома и Кирхгофа в матричной форме?
5. Метод узловых потенциалов в матричной форме.
6. Метод контурных токов в матричной форме.
7. Перечислить методы решения систем линейных алгебраических уравнений, их достоинства и недостатки.
8. В чем заключается метод Гаусса? Его достоинства и недостатки.
9. В чем заключается метод LU-факторизации? Его достоинства и недостатки.
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